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Buchbesprechungen 


(— 1) 3 + ! ') und addiert die Gleichungen, 

so erhält man 

a 0 = (r + 1) yi — (’ "t *) y-i + -+ (— l) r yr +l. 

Dies folgt aus den Identitäten 

(r + 1)1- - ( f + *) r* + ( r t *) (r - 1)* . . . . 

+ (-l)r + l('’+ 1 ) = 0. 


die für k <C r + 1 gelten. Sie ergeben sich 
aus der Partialbruchzerlegung 


l l 

v ’ y + l 

wenn man 


2 / + r + 1 


1 

(r+ 1)! 


£ = r+l ( r+,s j 
2 (- 1 )* 1 
*=0 " + s 


rechts nach Potenzen von 


v 

entwickelt und bemerkt, daß nach Maßgabe 
der linken Seite die niedrigste rechts vor¬ 
kommende Potenz die (?• + 2)-te sein muß. 

Hat man so aa bestimmt, so kann man 
ganz ebenso «i berechnen. Man schreibe nur 
die ursprüngliche Gleichung so 


V 


y — «o 

X 


— «i + di x + . . . . + a, x T — l, 


bestimme hierauf die zu x — \, 2, .... r ge¬ 


hörigen Werte tjk 


ykj- an 
k 


und 


berechne 


dann nach der angegebenen Methode a,. So 
kann man weitergehen und erhält ein sehr 
bequemes Rechenverfahren zur Bestimmung 
der Koeffizienten. 


Numerische Integration von Differential' 
gleidiungen. G. Iluffing entwickelt in 
Heft 224 der Forschungsarbeiten des Vereines 
Deutscher Ingenieure ein neues sehr brauch¬ 
bares Verfahren zur praktischen Integration 
gewöhnlicher Differentialgleichungen. Sein 
Grundgedanke werde kurz für die Differential¬ 
gleichung erster Ordnung 

= R (x, y ) .(1) 

dx 

erläutert. Ihr durch (r 0 , 2 / 0 ) gehendes Integral 
soll ermittelt werden. Er ersetzt (1) durch 
die gleichwertige Gleichung 

y — f/o = j R (x,y (*)) dx. 

*0 

Im Punkte x — x lf für den die Losung 
y Cf-i) — y\ berechnet werden soll, ist also 


l Tl 

yi —y o—l R u, y (*)) dx. 

• V Q 

Den Integranden denkt sich Dufiing genähert 
durch eine Parabel, welche im Punkto (®o, 2/o) 
die Kurve 'y = R (x, v(x)) berührt und die 
durch den Punkt (#i, R t ) geilt. Dieser an sich 
willkürliche Punkt wird nachher noch zweck¬ 
mäßig gewählt worden. Die so bestimmte 
Näherung des Integranden führt nach leichter 
Rechnung auf den folgenden genäherten In¬ 
tegral wert: 

JO — yo — ( . r ° [4 R (x 0 , f/o) 

-f- Iri — Xo) R 1 (xo- yo) 2f?i] , 
wobei R’ die totale Ableitung von R (x, y Cr)) 
nach x ist. 

Nun liegt es nahe, das noch w illkürliche R\ 
durch die Bedingung festzulegen, daß diese 
Näherungslösung im Punkte (xi,yi) mit der 
durch das Richtungsfeld der Differential¬ 
gleichung vorgeschriebenen Richtung an¬ 
kommen soll. Das führt zu der impliziten 
Bedingungsgleichung R (x\ ,yi)~ R\ für y, oder 

2/i — »/o = — [4 R O 0 ,2 Io) 

D 

+ (x. — r 0 ) R’ (x 0 , yo) + 2 R (x u i/,]. 
Der Verfasser prüft leider die Genauigkeit 
seines Verfahrens nur an Beispielen, bei denen 
die Lösung auf anderem Wege mit beurteil¬ 
barer Genauigkeit bekannt ist. Er sagt über 
die Prüfung der Genauigkeit in anderen 
Fällen nichts. Indessen ist es leicht, sich in 
.jedem Fall über die Güte der erreichten 
Näherung ein Urteil zu bilden. Man muß 
sich mir klar machen, daß durch das Ver¬ 
fahren des Verfassers eine .Kurvenschar be¬ 
stimmt wird, deren Richtungsfeld das Rich¬ 
tungsfeld der Differentialgleichung annähort. 
Gerade für Fälle, wo volle Kurvenscharen 
bestimmt, werden sollen, empfiehlt ja Duffing 
sein Verfahren. Man wird sich loicht darüber 
orientieren können, mit welcher Genauigkeit 
das Richtungsfeld der Nähoruugslösungen mit 
dem Richtungsfeld der Differentialgleichung 
übereinstimmt. Es sind aber bekannte Regeln 
aus der Praxis der Differentialgleichungen, 
die es erlauben, von liier aus die Genauig¬ 
keit der Nähorungslösuiigou selbst zu be¬ 
urteilen. Bieberbach. 30 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr. PAUL FUNK, P rivatdoz. a. d. deutsch. 
Univcrs. und a. d. deutsch Techn. Ilocliseh 
in Prag, Die linearen Differenzonglei- 
r h u n g e n u n d i h r c A n w e u d u n g i n d e r 
Theorie der Bau kons t r uk lioncn. Mil 
21 Texlahh. Berlin, Jul. Springer, 1920. 81 S. 

Die Theorie der Baukonstruklionen wird 
malhcmalisch im wesentlichen erfaßt von der 
Theorie, der linearen Gleichungen und der line¬ 
aren Differentialgleichungen. 


Die. auf tretenden Gleichungen sind allerdings 
fast immer von besonderem, regelmäßigem Auf¬ 
bau, durch dessen Ausnutzung die Statik der 
ßaukonstruktionen in bezug auf die geschickte 
Auswahl der Unbekannten und die Transfor¬ 
mation der Gleichungen in den letzten Jahr¬ 
zehnten sehr große. Fortschritte gemacht hat, 
die erst die Durchführung schwieriger Auf¬ 
gaben ermöglicht haben. Zum nicht geringsten 
Teil sind diese Fortschritte zurückzuführen auf 
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die mechanisch-anschauliche Deulung, die je¬ 
dem Schrift der statischen Berechnung gege¬ 
ben wurde. Die Ausführung von Integrationen 
durch Seilpolygone oder Biegungslinien, die 
Gleichgewichtsdeutungen beiSätzen aus der syn¬ 
thetischen Geometrie und die fortwährende An¬ 
wendung des Prinzips der virtuellen Verrückun¬ 
gen nicht nur für eigentliche Gieichgewichls- 
probleme, sondern auch für die Ausbeutung der 
Invarianzeigenschaften der Arbeit, d. h. die 
Zurückführung von Verschiebungsplänen auf 
Kraftpläne und umgekehrt, sind solche an¬ 
schaulich mechanische Verfahren. 

Durch diese Art der Arbeit forschender In¬ 
genieure ist der rein mathematische Inhalt 
bezw. Hintergrund der Methoden der Statik der 
Baukonslruktionen etwas verwischt worden. 

Von Zeit zu Zeit wird es allerdings guL sein, 
wenn die. rein mathematische Entwicklung und 
die Festigkeitslehre der Baukonstruktionen sich 
wieder einander nähern und ihre Methoden 
und Ergebnisse vergleichen und verwerten. 
Ein Streben dazu ist in der letzten Zeit schon 
öfter bei der sehr zweckmäßigen Anwendung 
der Differenzengleichungen für regelmäßige 
Farbwerke zutage getreten und der Verfasser 
nimmt gerade diese Anwendungen zur rechtem 
Zeit zum Anlaß, das Band zwischen den Mathe¬ 
matikern lind den forschenden Ingenieuren zu 
verstärken. 

Der Titel des Buches ist eigentlich zu eng 
gefaßt, denn es bringt außer den Differcnzen- 
gleichiuigen auch wesentliche Dinge aus der 
Theorie der Differentialgleichungen und eine. 
Darstellung der Airysehen Spannungsfunktion 
und der Maxwellschen Polyeder und Kräfte¬ 
pläne für F'achwerke mit Einschluß der Neben¬ 
spannungen. 

Ober die vom. Verfasser in den Anfangs- 
kapileln gegebene Darstellung der Theorie (Irr 
Differenzengleichungcn isl zu sagen, daß sie 
tatsächlich das für die bisherige und künftige 
Anwendung Wesentliche und bisher nicht ge¬ 
nügend Bekannte bringt. Insbesondere die 
Behandlung der Randwertaufgabe mit Hilfe 
der adjungierten Differenzengleichung und die 
Näherungsmethoden der Integration und der 
Kettenbrüche verdienen weitere Anwendungen. 
Freilich scheint mir die etwas reichliche und 
abstrakte, an Beispielen nicht genügend aus- 
gcarbeilelc Indexsehreibweise des Verfassers 
das Eindringen und die Anwendung in der 
Technik zu erschweren. 

Es folgen dann analoge Erörterungen über 
die Randwertaufgaben hei linearen Differential¬ 
gleichungen und die Benutzung der Greenschen 
Funktionen mit der sehr bemerkenswerten 
Übereinstimmung des schon immer vom In¬ 
genieur benutzten Einzellastzustandes und der 
Superposition der Einzellastwirkuugcii mit der 
Greenschen Funktion der Differential- und 
Integralgleichungen. Auch die entsprechende 
Greensche Funktion der Differenzengleichun- 
gen zeigt sich in des Verfassers Darstellung 
als ein schon lange von den Statikern implicite 
benutzles Verfahren der Summierung der Einzel¬ 
wirkungen. • 

Etwas aus dem Rahmen der Untersuchung 
fällt die nun folgende Beschreibung der Fix- 


punklmelhodc für den durchlaufenden Balken 
auf mehreren Stützen, deren Zusammenhang 
mit den analytischen Methoden durch lang¬ 
atmige geometrische Beschreibungen eher ver¬ 
schleiert als verdeutlicht wird. Dieser Dar¬ 
stellungsfehler ist allerdings der ganzen bis¬ 
herigen Literatur über diesen Gegenstand 
eigentümlich. 

Den zweiten Teil des Buches bildet eine voll¬ 
kommene Ausnutzung der Airyschen Span¬ 
nungsfunktion für statisch bestimmte und unbe¬ 
stimmte F'achwerke mit gelenkigen und mit 
steifen Knotenpunkten, etwa nach den An¬ 
schauungen von Klein und Wieghardt, 
aber in der Methode und im Ergebnis noch 
über these hinausgehend. 

Wenn natürlich auch dasMaxwellsche Spnn- 
mmgspolyeder über die statisch bestimmten 
Fachwerke und ihre Kräftepläne nichts neues 
aussagen kann, so scheint doch die geometri¬ 
sche Veranschaulichung der Querkräfte und 
Biegungsmomente in steif angeschlossenen 
Stäben durch die Sprünge des Spannungs¬ 
polyeders, ferner die Ausnutzung der Form 
und Symmetrie des Spannungspolyeders 
für die Wahl der statisch unbestimmten Kräfte 
neue Milicl zu bieten, um schwierige Aufgaben 
anzusetzen. Die Beispiele des Krdisrings, des 
kontinuierlichen Balkens und des Rahmcnlrü- 
gers zeigen jedenfalls eine schöne Anpassungs¬ 
fähigkeit der Methode dieser unstetigen Span- 
mingsfunktion auch an das Castiglianosche 
Prinzip. 

DasFunkscheBuch bringt also zwar nur einen 
gewissen Ausschnitt aus der Slalik der Baukon- 
struktioucu, aber gerade die neuerlichen Be¬ 
rührungspunkte zwischen rein mathematischen 
und rein statischen Behandhingswciscn sind in 
so übersichtlicher und teilweise neuer Form 
herausgearbeilet, daß das gegenseitige Verständ¬ 
nis von Mathematiker und Ingenieur verlieft 
und der weitere Fortschritt gefördert wird. 25 

R ei ßn e r. 

R. GRAMMEL, ord. Professor a. d. techn. 
Hochsch. Stuttgart, Der Kreisel. SeineTheo- 
rie und seine Anwendungen. Vieweg & 
Sohn, Braunschweig 1920. X + 350 S., 131 Abb. 

Durch das grundlegende Werk über die Theo¬ 
rie dos Kreisels von Klein und Sommer¬ 
feld, das zu Beginn des Jahrhunderts er¬ 
schienen ist, wurde zum erstenmal der Bann 
gebrochen, der bis dahin über fast allen 
deutschen Lehrbüchern der Mechanik gelastet 
iiattc. Anstelle einer blassen, im Formalen oder 
rein Rechnerischen sich erschöpfenden Dar¬ 
stellung trat eine anschauliche und vielseitige, 
vom Interesse und Gefühl für die Sache er¬ 
füllte Bchandhingsweisc, die nicht weniger im 
theoretischen als im lelzlcn, den technischen 
Anwendungen gewidmeten, Teil des Werkes 
zur Geltung kam. Immerhin war das Buch in 
erster Linie für den Mathematiker geschrieben, 
und es lag damals wohl auch fern, auf eine 
größere Leserzahl aus technischen Kreisen zu 
rechnen. Inzwischen aber hat sich — nicht 
zuletzt durch die allgemeine Wirksamkeit 
Kleins — das theoretische Niveau der Inge¬ 
nieure gehoben, und auch das praktische In- 




